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У статті приділяється увага дослідженню поведінки економічних об’єктів в умовах циклічності та непостійності часових класів еко-
номічної динаміки. У роботі використані сучасні математичні методи: економічної цикломатики, методи приближення, теорія сплайнів 
та апроксимації. Вони дають змогу більш надійно і точно моделювати та аналізувати поведінку економічних об’єктів у динаміці.
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В статье уделяется внимание исследованию поведения экономических объектов в условиях цикличности и непостоянства 
временных классов экономической динамики. В работе использованы современные математические методы: экономической 
цикломатики, методы приближения, теория сплайнов и аппроксимации. Они позволяют более надежно и точно моделировать и 
анализировать поведение экономических объектов в динамике.
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The article focuses on the study of the behavior of economic subjects in cyclical volatility and economic dynamics of class time. We 
used modern mathematical methods: economic tsiklomatiky, approximation methods, the theory of splines and approximation. They 
allow you to more reliably and accurately simulate and analyze the behavior of economic entities in the dynamics.
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Постановка проблеми. Економічна система по-
стійно перебуває під впливом численних і слабо фор-
малізованих внутрішніх і зовнішніх факторів, тому 
все більше з’являються припущення щодо нестійкос-
ті та невизначеності розвитку економічних процесів. 
Оскільки в економічному середовищі існують струк-
турні зміни, граничні цикли, хаотичні коливання, 
взаємозв’язки яких проаналізувати за допомогою лі-
нійних моделей проблематично, тому виникає потре-
ба у дослідженні саме нелінійних динамічних аспек-
тів поведінки економічних об’єктів.

Ринковій економіці будь-якої країни властива 
схильність до повторів економічних явищ. Те, що роз-
виток економічної динаміки відбувається завдяки ци-
клічності економічних процесів, доводиться деякими 
гіпотезами, одна з яких підтверджується синергетич-
ною парадигмою. Відносно новий науковий напрям – 
синергетика, який сформувався на межі XX-XXI сто-
літь, – акцентує увагу на тому, що ієрархія нестійкого 
розвитку, через яку проходять економічні процеси, 
викликана зміною зовнішніх параметрів і може при-
звести до нової просторово-часової організації системи 
[1, с. 34]. Синергетична економіка по-новому трактує 
точку зору на події, які відбуваються у світі. Тра-
диційний детерміністичний підхід, який домінував 
у науці ще з часів Ньютона, розглядається з іншого 
боку – синергетика висуває концепцію невизначенос-
ті. Як і будь-якій системі, економічній також прита-
манні стохастичні властивості, які характеризуються 
такими поняттями, як «катастрофа», «біфуркація», 
«граничний цикл», «дивний атрактор», «дисипативна 
структура», «біжуча хвиля» – саме вони вимагають 
необхідність залучення до їх дослідження статистику, 
економетрику, дискретну математику з апроксимаці-
єю, які базуються на сучасних технологічних та ін-
струментальних методах і підходах.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Осо-
бливості розвитку поведінки нелінійних динамічних 

економічних об’єктів у стохастичних умовах дослі-
джували як вітчизняні, так і зарубіжні вчені. Ще 
у XIX столітті Ф. Енгельс довів циклічність про-
мислового розвитку, Г. Адамс помітив певну зако-
номірність у розвитку економічних та політичних 
процесів, К. Маркс обґрунтував повторюваність еко-
номічних криз. У 20-х роках XX століття російський 
економіст М.Д. Кондратьєв вперше виявив великі 
цикли кон’юктури, які згодом дістали назву «довгі 
хвилі» Кондратьєва [2,  с.  325]. Продовжили дослі-
дження з даного напряму А. Шумпетер, В. Зомбарт 
та В. Мітчерліх. Проблемі циклічного розвитку та-
кож присвячені роботи А. Шпитгофа, М. Туган-Ба-
рановского, К. Веблена, У. Мітчелла, Дж.М. Кларка, 
Дж. Хікса, Дж.М. Кейнса, П. Самуельсона.

Необхідність аналізу сучасних глобальних проце-
сів призвела до виникнення на основі синтезу досяг-
нень природничих та гуманітарних наук (кібернетич-
ного та системного підходу) у 80-х роках XX століття 
нового наукового напряму – синергетики, яка від-
криває нову «нелінійну» парадигму з фрактальною 
геометрією та теорією хаосу. Синергетична економі-
ка виникла в рамках брюссельської школи І. Приго-
жина («теорія дисипативних структур») [3].

Вперше терміну «синергетика» дав визначен-
ня Г. Хакен [4, c. 14], також довів, що у результаті 
спільної дії окремих частин якоїсь невпорядкованої 
системи відбувається самоорганізація – виникають 
макроскопічні просторові, тимчасові або просторово-
часові структури; розглядав як детерміновані, так і 
стохастичні процеси.

Великий внесок у розвиток синергетичного підхо-
ду зробили такі вчені: К. Маркс, Р. Солоу, Й. Шум-
петер, А. Богданов [5], Г. Малинецький [6], Г. Ба-
син, Я. Тінберген, М. Алле, В. Аршинов, В. Буданов, 
В. Войцехович.

С. Капиця, С. Курдюмов досліджували матема-
тичні образи детермінованих неперіодичних проце-
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сів, які назвали дивними аттракторами [7, c. 20], на-
магалися розкрити суть динамічного хаосу.

Синергетика покликана пояснити причини по-
ведінки системи у стані нестійкості та непередбачу-
ваності, які проявляються під впливом незначних 
відхилень. Такий стан називається точкою біфурка-
ції, де відбувається вплив на внутрішні і зовнішні 
зв’язки економічної системи, у зв’язку з чим вони 
можуть розриватися або відновлюватися.

Своєрідність кількісного уявлення динаміки еко-
номічної поведінки пояснюється тим, що цикліч-
ність може проявлятися не лише у часовій поведінці 
окремо досліджуваного економічного процесу, але й 
в еволюції параметрів взаємозв’язку економічних по-
казників. Пошук, виявлення циклів, ступінь дослі-
дження належності точок до значень часових пара-
метрів можуть бути виконані лише при застосуванні 
нових методів економічного аналізу.

К. Гренждер, М. Хатанака [8] досліджували та-
кож і використання методів спектрального аналізу, 
які дозволяють показати наявність циклічних еле-
ментів економічної динаміки. Але такі методи пе-
реважно використовуються для відносно постійних 
взаємозв’язків між об’єктами. Звідси робиться ви-
сновок про недоцільність застосування подібних спо-
собів, адже циклічні складові економічної системи 
змінюються від одного коливання до іншого.

Взаємозв’язки в економічних системах не утво-
рюють гладкі аналітичні функції, адже кожен показ-
ник уявляється у вигляді окремої точки. Над поді-
бними функціями важко виконувати певні операції: 
визначати екстремуми, обчислювати похідні. Саме 
ці задачі намагалася вирішити наука економетри-
ка, яку започаткував у 1930 році Р. Фриш. Великий 
внесок у розвиток даного напряму зробили К. Гер-
келі, Т. Андерс, Дж. Джонстон, Е. Кейн, А. Клас, 
Е. Маленво, О. Ланге, Д. Пуар’є, А. Стюарт, Г. Тейл, 
Г. Тінтнер, К. Холден, І. Шуян.

Економетричні моделі представляють складні 
зв’язки у вигляді регресійних рівнянь, але регре-
сія відображає лише усереднену реакцію досліджу-
ваного процесу на сукупність комбінацій факторної 
ознаки на всьому періоді часу, а натомість на еконо-
мічні процеси постійно впливають різноманітні фак-
тори мінливого зовнішнього середовища і реакція 
будь-якого процесу на зміну певного фактора вчора 
і сьогодні може кардинально відрізнятися. В еконо-
метриці єдиним способом для роботи з ґратчастими 
функціями був і залишається метод найменших ква-
дратів, у якого є як переваги, так і недоліки, особли-
во, що стосується часових рядів динаміки. Саме це 
змушує шукати інші методи уявлення економічних 
законів.

Сучасна наукова література пропонує викорис-
тання апроксимаційних приближень, у якості яких 
виступають степеневі, періодичні, експоненціаль-
ні, логістичні та інші функції. Вперше застосуван-
ня сплайнів досліджував І. Шенберг. У своїй роботі 
[9] Х. З. Ільясов запропонував застосування сплайн-
апроксимаційного підходу для моделювання динамі-
ки економічних показників.

Дослідженню особливостей економічної динаміки 
із застосуванням економіко-математичних методів, а 
саме апроксимаційного підходу, присвячені роботи 
наступних вчених: В.С. Яковенка [10], Н.Я. Шкро-
миди [11], Ф.Б.  Боташевої [12], В.С.  Астраускаса, 
Є.В.  Борисова [13], Б.В.  Гайгаласа, Л.М.  Чистова, 
А.В. Чадранцева [14]. 

Складні взаємозв’язки економічних процесів зму-
шують звертатися до методів «нелінійної динаміки», 

які мають бути неперервними та супроводжуватися 
точними математичними розрахунками.

У сучасних дослідженнях перевага надається роз-
гляду розвитку економічних систем в умовах детер-
мінізму. Але у детерміністичних моделях існують 
короткострокові нерегулярні компоненти, які при-
йнято називати випадковими. Звідси виникає потре-
ба у вдосконаленні методів економіко-математичного 
моделювання поведінки економічних об’єктів у сто-
хастичних умовах.

Постановка завдання. З метою моделювання та 
аналізу нелінійних взаємозв’язків в економіці в ди-
наміці в умовах стохастичності необхідно вирішити 
такі завдання: 

–	 дослідити особливості динамічного моделюван-
ня поведінки економічних об’єктів;

–	 визначити місце і роль детермінізму та стохас-
тики у розвитку економічних процесів;

–	 проаналізувати існуючі апроксимаційні моделі 
оцінки економічної поведінки об’єкта у динаміці;

–	 довести необхідність застосування апрокси-
маційного підходу на основі кубічних сплайнових 
функцій.

Виклад основного матеріалу дослідження. В еко-
номіці чітко проявляються раптові структурні змі-
ни, наявні циклічні ритми, зростання та спадання 
узагальнюючих показників. Альтернативний випад-
ковому динамічний підхід спирається на теорію де-
термінізму, математична реалізація якого забезпечу-
ється звичайними диференційними рівняннями.

«Поняття динамічної системи виникло як узагаль-
нене поняття механічної системи, рух якої описуєть-
ся диференційними рівняннями Ньютона. У своєму 
історичному розвитку поняття динамічної системи, 
як і будь-яке інше, поступово змінювалося, наповню-
ючись новим, більш глибоким змістом … У наш час 
поняття динамічної системи є досить широким. Воно 
охоплює системи будь-якої природи: фізичну, хіміч-
ну, біологічну, економічну та інші, причому не лише 
детерміновані системи, а й стохастичні» [15, c. 8].

Отже, динамічною системою можна вважати ма-
тематичну еволюційну модель, яка визначає стан 
економічного об’єкта та задає оператор еволюції.

Істотною перевагою динамічного моделювання є 
можливість наочного уявлення інформації. Для цьо-
го використовують формальні простори: простір ста-
нів, простір параметрів та різноманітні їх гібридні 
варіанти. Стан певного об’єкту у певний момент часу 
описується у вигляді точки з координатами, яка у 
процесі еволюції переміщується вздовж фазової тра-
єкторії. Найбільш відомими серед динамічних ха-
рактеристик вважаються показники Ляпунова, які 
визначають швидкість розриву та зближення почат-
ково дуже близьких фазових траєкторій.

Будь-який режим коливань нелінійних дис-
ипативних систем уявляється траєкторіями, які є 
стійкими. Це стосується динамічного хаосу, який 
пов’язаний з існуванням дивного аттрактора – режи-
му, який можна вважати сталим з точки зору по-
стійності часу його усереднених статистичних харак-
теристик.

Для встановлення принципової циклічної пове-
дінки економічних процесів застосовувалися регре-
сійні побудови, які ґрунтуються на ґратчастих функ-
ціях. Метод найменших квадратів, характерний для 
вирішення подібних задач, після розрахунків надає 
результати зі значними похибками, тому пропону-
ється використовувати апроксимаційні методи, які 
дозволяють вирішувати складні функції за допомо-
гою більш простих.
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Головна відміна сплайн-апроксимації від поліно-

міальної полягає у заміні єдиного полінома n-порядку 
деякими послідовно розташованими поліномами мен-
шого порядку з автоматичною «зшивкою» рішень та 
їх похідних на «стиках», тобто у тих вузлових точ-
ках, де сходяться відрізки окремих частин сплайн-
функції, наприклад, шматки прямих, квадратичних, 
кубічних парабол. Легко помітити, що похідні у точ-
ках «стику» часткових відрізків характеризуються 
розривами. Для того щоб уникнути цих розривів, 
у вузлових точках необхідно обчислювати першу і 
другу похідні. Якщо початкова функція достатньо 
гладка, то її похідні теж гладкі, а тому вони мають 
бути неперервними у всіх внутрішніх вузлах. Оскіль-
ки економічній системі властива неперервність, ідея 
якої передбачає використання змінних параметрів, 
які можуть приймати будь-які значення, дуже час-
то ці значення кардинально відрізняються одне від 
одного. І якщо вже неперервність існує, то вона є у 
всіх точках, де присутні коливання. Це означає, що 
модель процесу має і може бути аналітичною і непе-
рервною, що дасть змогу забезпечити більш адекват-
не відображення структурних змін.

При глобальному способі апроксимації високі сте-
пені інтерполяційних многочленів використовувати 
недоцільно. Інтерполяційні поліноми високого сту-
пеня використовуються при великій кількості вузлів 
інтерполяції, але це призводить до певних незруч-
ностей при обчисленнях. З метою уникнення висо-
кого ступеня інтерполяційного многочлена відрізок 
інтерполяції розбивають на кілька частин з побудо-
вою на кожній частині самостійного інтерполяцій-
ного многочлена. Однак таке інтерполювання воло-
діє істотним недоліком: у точках зшивання різних 
інтерполяційних поліномів буде розривною їх пер-
ша похідна, тому для вирішення завдання кусоч-
но-лінійної інтерполяції використовують особливий 
вид кусочно-поліноміальної інтерполяції – сплайн-
інтерполяцію.

Вибір даного способу обумовлюється такими влас-
тивостями сплайнів: характеризуються універсаль-
ністю незмінної математичної чи аналітичної фор-
ми, графічне уявлення відрізняється неперервністю 
та гладкістю моделей, збіжністю, високою швидкіс-
тю обробки та точністю обчислювального алгоритму 
[16]. Сплайни мають інваріантну внутрішню структу-
ру, його «куски» самоподібні. Завдяки їх аналітич-
ній одноманітності та «фракталоподібності» на різних 
фрагментах вони уявляються економно та однотипно. 
Першим відомим застосуванням сплайнів при побудо-
ві інтерполяційної кривої на дискретній множині то-
чок стало сплайн-згладжування («spline-smoothing»). 
Сплайн точно проходить через всі вузли «ґратчастої 
» функції. Економічне сплайн-моделювання, сплайн-
аналіз, сплайн-візуалізація визначають та зберігають 
спектральний склад процесу, покращують інтерполя-
цію, надійніше накопичують його статистику.

Найбільш відомий і поширений сплайн третього 
порядку.

Нехай на відрізку [a, b] задається безперервна 
функція f(x). Вводяться вузли (сітка):

a= x0<x1<
…< xn-1<xn=b, (1)

де 

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

.
Інтерполяційний кубічний сплайн має задоволь-

няти таким умовам:
a)	на кожному сегменті [xi-1,xi], 

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

 функція 
S(x) є багаточленом третього ступеня;

b)	функція S(x), її перша і друга похідні безпе-
рервні на відрізку [a, b];

c)	

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

.
Остання умова є умовою інтерполяції. Кубіч-

ний сплайн обчислюється таким чином: на кожно-
му з відрізків [xi-1,xi], 

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

 знаходиться функція 
s(x)=s(xi) у вигляді багаточлена третього ступеня:

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

, (2)

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

.

де ai, bi, ci, di – коефіцієнти, що підлягають визна-
ченню. Чисельно доведено, що 

a
0
=f(x

0
), ai=f(xi),                      (3)

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

.

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

, (4)

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

.

Для знаходження ci необхідно вирішити систему 
виду:

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑖𝑖 =  
𝑐𝑐𝑖𝑖 −  𝑐𝑐𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
∗ 𝑏𝑏𝑖𝑖 =  

ℎ𝑖𝑖
2
∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 −  

ℎ𝑖𝑖2

6
∗ 𝑑𝑑𝑖𝑖 +

𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1
ℎ𝑖𝑖

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, ℎ𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 −  𝑥𝑥𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 + 2 ∗ (ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝑖𝑖+1) ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖 +  ℎ𝑖𝑖+1 ∗ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 = 6 ∗ �
𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖
ℎ𝑖𝑖+1

−
𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
�

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1, 𝑐𝑐0 =  𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

∫ |𝑆𝑆∆"(𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑁𝑁|2𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ |𝑆𝑆∆" (𝑌𝑌;𝑋𝑋)𝑃𝑃|2𝐹𝐹

𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎 =  𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑆𝑆 (𝑥𝑥𝑖𝑖) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛.

𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑖𝑖 +  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) +
𝑐𝑐𝑖𝑖
2
∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝑑𝑑𝑖𝑖
6
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𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 ,        (6)

ця нерівність називається першим інтегральним 
співвідношенням, властивістю «максимального при-
ближення» та «мінімальної норми». Оскільки це ха-
рактерно лише для кубічних сплайнів, цим і обумов-
люється їх вибір;

–	 графік побудованої функції проходить через 
кожну точку масиву;

–	 побудована функція порівняно легко описується;
–	 функція визначена однозначно заданим маси-

вом;
–	 ступінь многочленів не залежить від числа вуз-

лів сітки і, отже, не змінюється при його збільшенні;
–	 має неперервні похідні, а також неперервні і 

перші їх похідні, і другі, і кусочно-лінійні.
Сплайновий апарат можна використовувати для 

апроксимації періодичних процесів, які наявні еко-
номічній системі. Вперше поведінку економічних 
об’єктів можна досить точно змоделювати кубічними 
сплайнами за рахунок заміни гармонійних апрокси-
муючих багаточленів, які називаються рядами Фур’є, 
«кусочними» багаточленами низького порядку.

Циклічна поведінка економічних процесів зі сто-
хастичним залишком та дійовими складовими дина-
міки автоматично реалізується на основі сплайнового 
підходу. Виявлені нові можливості аналізу багато-
значних функцій на фазових та параметричних пор-
третах дають змогу аналізувати економетричні за-
лежності.

Порівняно з методом найменших квадратів вико-
ристання сплайн-апроксимації дає змогу не втрачати 
параметр часу; дозволяє виявляти цикли у економіч-
ній системі, збільшувати точність часових переходів 
від сучасного до майбутнього; визначає аналітичні 
та графічні уявлення регресійних співвідношень на 
кінцевих часових відрізках. Над сплайнами можна 
виконувати різні дії: додавання, множення, диферен-
ціювання, інтегрування, аналітично знаходити фор-
мули для всіх похідних у звітному та майбутньому 
періодах. Саме це дає можливість будувати фазові 
портрети і точно обчислювати цикли.
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Висновки проведеного дослідження. Запропоно-
вана модель базується на алгоритмах, які входять 
до складу систем комп’ютерної математики, і може 
використовуватися для аналізу та планування еко-
номічних показників у перспективі з урахуванням 
різноманітних впливів на об’єкти дослідження.

Застосування апарату сплайн-інтерполяції дає 
змогу більш надійно і точно моделювати, аналізува-
ти, прогнозувати поведінку економічних показників 
в умовах стохастичності. Сплайнова модель допо-
внює регресійні економетричні взаємозв’язки і дає 
можливість працювати з багатозадачними економе-
тричними функціями, де параметром виступає час.
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